
All’origine della funzione toziente di Eulero 
 
Questa funzione è stata introdotta dal matematico svizzero Leonhard Euler (1707-1783). Essa è al 
centro di una memoria apparsa nel 1784, in cui viene trattato il problema di determinare il numero 
delle frazioni ridotte ai minimi termini che siano strettamente comprese fra 0 ed 1 ed abbiano un 
denominatore (positivo) assegnato. Detto D questo denominatore, il numero cercato, denotato ,D  

conta, in effetti, i numeri interi tra 1 e 1D    che sono coprimi con D.  
L’autore presenta dunque l’esempio del denominatore 24, per il quale elenca i possibili numeratori, 
che sono complessivamente 8. Dopo di ciò osserva che, se D è primo, allora 1.D D     

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Viene quindi fornita la lista dei valori di D  per i numeri D da 1 a 100: 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Più avanti, Eulero enuncia e dimostra la formula per il calcolo di N  a partire dalla fattorizzazione 
di N. Dopo aver formulato il relativo quesito ed averne proposto la soluzione, Eulero aggiunge un 
esempio di applicazione: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
L’argomento sarà ripreso da Gauss nelle Disquisitiones Arithmeticae, a cui risale l’attuale notazione 
con la lettera greca  .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Interessante è, al successivo paragrafo – che si apre con una giustificazione della scelta di porre, 
diversamente da Eulero, (1) 1   - la dimostrazione dell’identità tra un numero intero positivo A e la 

somma delle funzioni di Eulero dei suoi divisori positivi.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Il ragionamento è il seguente. Dato un divisore positivo a di A, si moltiplicano tutti gli ( ( )a )  interi 

positivi coprimi con a e non maggiori di a per 
A

a
 . In questo modo si ottengono numeri (interi positivi) 

a due a due distinti, e non maggiori di A. Sono infatti naturalmente tra loro distinti i prodotti ottenuti 
a partire dallo stesso valore di a (poiché cambia uno dei fattori, rimanendo invariato l’altro, che è 

sempre uguale ad 
A

a
). Consideriamo allora due divisori distinti M ed N di A, e supponiamo per 

assurdo che, in corrispondenza di due numeri , ,   coprimi e non maggiori rispetto a M ed N 

rispettivamente, si verifichi l’uguaglianza .
A A

M N
   Allora si avrà .N M  Senza ledere la 

generalità, si può supporre che sia .M N  Poiché M divide il numero ,N  ma è coprimo con ,  

necessariamente deve dividere N, il che però è impossibile, essendo M maggiore di N.   



Inoltre, ogni numero intero compreso fra 1 ed A compare tra i prodotti indicati. Infatti, detto t un 

numero siffatto, e posto MCD( , ),A t   t si otterrà come prodotto fra ,
t


 numero non maggiore del 

divisore  ( )
A

a


  di A,  e con esso coprimo, e il quoziente ( ) .
A

a
  In conclusione, i prodotti ottenuti 

nel modo suindicato sono, senza ripetizioni, tutti i numeri interi compresi fra 1 ed A. Ma questi sono 
evidentemente tanti quanto il valore della somma dei numeri ( )a .   

 
Il nome totient è stato introdotto alla fine dell’Ottocento dal matematico britannico James Joseph 
Sylvester, probabilmente per assonanza con il termine quotient: se, in latino,  quotiens significa 
“quante volte”, totiens  si traduce come “tante volte”, e questa espressione ben si addice al risultato 
di un conteggio aritmetico.  


